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Метод расчета собственных резонансных частот 
оптических резонаторов с модами шепчущей галереи1
Предложен метод расчета собственных резонансных частот и, как следствие, области свободной 
дисперсии высокодобротных диэлектрических дисковых резонаторов с модами шепчущей галереи. Ме­
тод основан на применении к дисперсионному уравнению, выводимому для неограниченного по длине ди­
электрического цилиндра, размерного квантования, обусловленного требованием баланса фаз для стоя­
чих волн в резонаторе. Получены приближенные выражения, пригодные для расчета оптических микро­
резонаторов, применяемых в устройствах радиофотоники.
Оптические резонаторы, моды шепчущей галереи, микрорезонаторы, радиофотоника
В последнее десятилетие интенсивно разви­
вается новое научно-техническое направление -  
радиофотоника, возникшее из слияния радио­
электроники, интегральной и волновой оптики, 
СВЧ-оптоэлектроники и ряда других отраслей 
науки и техники [1]-[3 ].
Одним из ключевых элементов компонентной 
базы радиофотоники является оптический резо­
натор на модах шепчущей галереи. Под модами 
шепчущей галереи в таких резонаторах понима­
ются моды с высоким азимутальным индексом, 
"прижатые" к поверхности резонатора и обладаю­
щие добротностью, много большей, чем моды низ­
ших типов колебаний [4], [5].
Благодаря развитию технологии такие опти­
ческие резонаторы могут обладать добротностью
больше, чем 1011 [6], а также высокой стабиль­
ностью по отношению к внешним воздействиям. 
Это делает их весьма привлекательными для раз­
личных практических применений [7 ]-[9 ].
Среди осесимметричных резонаторов с модами 
шепчущей галереи можно выделить резонаторы 
нескольких основных форм: шарообразной [10]-[12], 
тороидальной и дисковой [13], [14], а также "бу­
тылочной" [15]. В настоящее время получены 
планарные дисковые резонаторы микронной тол­
щины, совместимые с кремниевой технологией 
[13], [14], [16], что открывает широкие перспективы 
их внедрения в уже существующее производство.
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В то же время, поскольку такие резонаторы 
характеризуются высоким значением азимуталь­
ного индекса и имеют конечные размеры по про­
дольной оси, возникает задача определения их 
собственных резонансных частот и, соответственно, 
области свободной дисперсии.
Отметим, что существует несколько аналити­
ческих методов оценки собственных резонансных 
частот дисковых диэлектрических резонаторов. 
К  ним относятся методы: частичных областей [4], 
эффективной диэлектрической проницаемости
[17] и магнитных стенок [18]. Перечисленные ме­
тоды достаточно трудоемки и требуют значитель­
ных вычислительных мощностей, так как осно­
ваны на одновременном решении двух дисперси­
онных уравнений, имеющих неявный вид.
В настоящей статье предложен относительно 
простой и достаточно точный "инженерный" ме­
тод расчета собственных резонансных частот, а 
также области свободной дисперсии дисковых 
резонаторов. В сравнении с известными [4], [17],
[18] предложенный метод требует меньших вы­
числительных и временных затрат.
Предложенный метод расчета собственных 
резонансных частот включает два шага. На первом 
определяется дисперсионное уравнение для соб­
ственных волн, которые могут существовать в ди­
электрическом цилиндре неограниченной длины, 
а на втором находится уравнение резонансных 
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частот для диска, получаемого ограничением дли­
ны цилиндра.
Дисперсионное уравнение для собственных 
волн цилиндра находится из совместного решения 
уравнений Максвелла и материальных уравнений с 
применением электродинамических граничных ус­
ловий. Уравнение резонансных частот для диска по­
лучается квантованием продольного волнового век­
тора, входящего в дисперсионное уравнение цилин­
дра. При этом для определения дискретных значений 
продольного волнового вектора используется усло­
вие баланса фаз колебаний в диске. Задача решается 
для случаев "толстого" и "тонкого" диска (опреде­
ления "толстого" и "тонкого" диска даны далее).
Рассмотрим математическое описание пред­
ложенного метода. Выражения для компонентов 
электрического E z , E ф, Ер  и магнитного H z ,
Нф, Н р полей, полученные из уравнений Макс­
велла при гармоничекой зависимости от времени 
el(0t, имеют вид
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где ю -  круговая частота; A , B, C, D  -  константы, 
имеющие смысл амплитуд и определяемые из 
граничных условий; 7 m -  цилиндрическая функ­
ция, вид которой зависит от области определения 
полей и поставленной задачи; m  -  порядок ци-
линдрической функции, характеризующий коли­
чество вариаций поля по азимуту;
fk_ii, p — R ;
I k± 2, Р >  R
ki -
-  поперечное волновое число; р -  радиальная ко­
ордината; в -  продольное волновое число; ф -  
азимутальный угол; ео, Цо -  диэлектрическая и 
магнитная проницаемости вакуума;
Jeres, р — R ,е -
eair, р > R
-  диэлектрическая проницаемость (R -  радиус ре­
зонатора); ц -  относительная магнитная проница­
емость материала дискового резонатора, причем
ki 1 - л/(®/c) 2 2 - P 2 ; k± 2 - 2 е2 - P 2 - bair H j
(c -  скорость света); eres, eair -  диэлектрические 
проницаемости материала резонатора и простран­
ства, окружающего резонатор, соответственно.
Формулы (1 )- (5 ) определяют две системы 
уравнений: одну при использовании верхних вы­
ражений из пар, заключенных в фигурные скобки, 
вторую -  при использовании нижних выражений. 
Для расчета электромагнитного поля внутри дис­
ка может быть использована любая система.
Как было отмечено ранее, в решении постав­
ленной задачи можно выделить два случая: "тол­
стого" и "тонкого" диска. Под "толстым" диском 
будем понимать условие P > kair . При этом k i  
вещественно внутри и вне резонатора и стоячие вол­
ны внутри резонатора описываются функциями Бес­
селя: 7 m (k ip )  -  J m ( k i p ) . Вне резонатора волны 
в общем случае описываются функциями Ханке- 
ля первого и второго рода:
7m (k ±p ) -  н П  (k ip )  + Н m2) ( k i p ) , ( 6)
что соответствует расходящимся и приходящим 
сферическим волнам соответственно. При вы­
бранной гармонической временной зависимости
( егюг) в ( 6) следует сохранить только вторую 
функцию Ханкеля, которая удовлетворяет усло ­
вию излучения Зоммерфельда [5].
Применив граничные условия электродина­
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Из (7 ) видно, что поперечные колебания в 
приближении "толстого" диска имеют гибридную 
структуру, т. е. в решении можно выделить
H E m l- и E H ml -м°ды.
В приближении "тонкого" диска выполняется 
условие kres > Р >  kair . В этом случае, как и в слу­
чае "толстого" диска, стоячие волны внутри резона­
тора описываются функциями Бесселя. Вне резона­
тора k— принимает чисто мнимые значения. По­
этому волны вне резонатора описываются модифи­
цированными функциями Бесселя первого и второ­
го рода. Исходя из условия равенства поля нулю на 
бесконечности, в качестве решения берем модифи­
цированную функцию Бесселя второго рода -  
функцию Макдональда K m. Применив граничные 
условия электродинамики, в случае "тонкого" диска 
получим следующее дисперсионное уравнение:
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sres J m (k—1R ) + sair K m ( ik—2R ) 
k—1 J m (k—1R ) ik—2 K m ( ik—2R X
1 j m (k 11R ) , 1 K 'm(ik —2R )
k—1 J m (k—1R ) ik—2 K m ( ik—2R  X
(8)
Из ( 8) следует, что характер мод в приближе­
нии "тонкого" диска также имеет гибридную 
структуру, т. е. в решении можно выделить 
H E mi - и E H mi -моды. Однако при m = 0 моды 
не являются гибридными. В этом случае уравне­
ние (9) распадается на два более простых, описы­
вающих поперечные TEmi - и T M mi -моды.
Полученные дисперсионные уравнения как для 
"толстого" (7), так и "тонкого" (8) дисков не учиты­
вают дискретизацию резонансных частот за счет 
конечной толщины резонатора. Перейдем к учету 
влияния толщины резонатора на спектр его частот.
Применив условие баланса фаз, определим не­
известное значение продольного волнового числа:
Р = (тш -фф/ d , (9)
где n -  целое число, характеризующее количество 
максимумов по осевой координате; ф -  подгоноч­
ный параметр, имеющий смысл фазового набега
при отражении волны от границ раздела сред2; 
d  -  толщина резонатора.
Зная значения продольного волнового числа (9), 
из полученных дисперсионных уравнений (7) и ( 8) 
можно определить значения резонансных частот и 
области свободной дисперсии соответственно.
Резонансные типы колебаний диэлектриче­
ского дискового резонатора и отвечающие им ча­
стоты характеризуются тремя индексами m, l  и n. 
Индекс m фигурирует в (7) и ( 8) в явном виде и 
характеризует количество длин волн, укладыва­
ющихся по угловой координате. Индекс l  отража­
ет число вариаций поля по радиальной координа­
те. Он определяется номером решения уравнений 
(7) и ( 8), у  которых существует бесконечное мно­
жество корней. Индекс n указывает количество 
вариаций поля по оси диска.
На рис. 1 представлены результаты расчета 
резонансных частот E H ml - мод для диска с ди­
электрической проницаемостью s = 10, R  = 5 см
для m е 2, 25 при l  = 1. Квадратными маркерами 
на рисунке обозначены резонансные частоты для 
диска с толщиной d  = 3 см, треугольными -  для 
d  = 2.5 см, круглыми -  для d  = 0.8 см.
Из рисунка следует, что с уменьшением тол­
щины резонатора его резонансные частоты сдви­
гаются в область больших продольных волновых 
чисел, что, в свою очередь, ведет к уменьшению 
области свободной дисперсии и повышению ча­
стоты резонанса. С увеличением индекса m также 
происходит увеличение области свободной дис­
персии, причем при m » 1  спектр резонансных 
частот становится практически эквидистантным, 
а расстояние между соседними гармониками 
стремится к значению области свободной дисперсии 
Д/ неограниченного стержня. Более детально дан­
ное изменение проиллюстрировано на рис. 2, где 
представлены результаты расчета области свобод­
ной дисперсии в зависимости от азимутального 
индекса при различных значениях толщины дис­
кового резонатора для H E min -колебаний.
Как уже отмечалось, основное достоинство 
оптических резонаторов на модах шепчущей га­
лереи состоит в их высокой добротности. Перей­
дем к ее описанию.
Собственная добротность вышеописанных 
резонаторов определяется потерями различной 
физической природы и представляется как [19]
' В настоящей статье принято ф = 0.
"Толстый" диск "Тонкий" диск
Рис. 2
1 1 1 1
—  = --------1---------1-------- ,
Q  Qrad Qs.s Qmat 
где Qrad -  добротность, обусловленная радиаци­
онными потерями; Qs s -  добротность, обуслов­
ленная потерями на поверхностных неоднород­
ностях резонатора; Qmat -  добротность, обуслов­
ленная потерями в материале резонатора.
Из физических соображений ясно, что каче­
ством резонатора (при максимально подавленных 
потерях) можно управлять увеличением излуча- 
тельной добротности Qrad. Определим эту доб­
ротность следующим образом:
Qrad = |kre /(  2kim )|,
где kre, kim -  действительная и мнимая части
волнового числа соответственно. Для определе­
ния этих частей рассмотрим неограниченный 
стержень, полагая, что в нем существуют чисто 
поперечные колебания, т. е. волновой процесс 
вдоль оси стержня отсутствует. В этом случае 
уравнение (7), соответствующее "толстому" дис­
ку, распадается на два более простых уравнения, 
описывающих поперечные TE - и ТМ-колебания, 
из которых и находятся действительная и мнимая 
части волнового числа.
На рис. 3 представлена зависимость излуча- 
тельной добротности от порядкового номера TE-мо­
ды по угловой координате m при различных значе­
ниях индекса l. Заметим, что с увеличением значе­
ния индекса l  излучательная добротность снижается.
На рис. 4 представлена зависимость излуча- 
тельной добротности от порядкового номера TE-мо­
ды по угловой координате m при различных зна­
чениях диэлектрической проницаемости матери­
ала резонатора. Из представленных зависимостей 
следует, что с уменьшением диэлектрической 
проницаемости резонатора крутизна нарастания
Qrad -10-
излучательной добротности с ростом порядкового 
номера моды m снижается.
Как следует из представленных зависимостей, 
полученные формулы могут быть использованы 
для проектирования дисковых резонаторов с тре­
буемыми рабочими характеристиками.
Таким образом, в настоящей статье представ­
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нению с известными [4], [17], [18], метод расчета 
собственных резонансных частот оптических ре­
зонаторов с модами шепчущей галереи. Рассмот­
рено влияние толщины дискового резонатора на 
его собственные резонансные частоты, а также 
приведен метод приближенной оценки излуча- 
тельной добротности таких резонаторов.
т
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Calculation of the Resonant Frequencies for a Whispering Gallery Mode Optical Resonator
Abstract. A method of calculation of resonant frequencies and thus free spectral range of high-Q dielectric disk reso­
nators with whispering gallery modes is proposed. The method is based on application to the dispersion equation derived 
fo r a dielectric cylinder with unlimited length, dimensional quantization, due to the requirement of phase balance fo r the 
standing waves in the resonator. The simplified expressions suitable fo r calculation of optical microcavities used in the de­
vices of radio photons are obtained.
Key words: Optical Resonators, Whispering Gallery Modes, Microcavities, Microwave Photonics
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